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Загальні рекомендації
Методичні рекомендації описують теоретичні співвідношення механіки деформування твердого тіла та порядок виконання розрахунково− графічної роботи «Аналіз просторового напруженого стану». Дана робота входить в загальний цикл робіт по курсу опору матеріалів і теорії пружності для студентів, які навчаються за напрямом підготовки 0601 «Будівництво». 

Перед виконанням вправи необхідно опрацювати відповідний розділ теоретичного курсу, який достатньо широко освітлено в п.1 методичних вказівок. 

В п.2 наводиться постановка задачі, план виконання завдання та числовий приклад. Дані для індивідуальних завдань вибираються з додатку 2 відповідно до шифру, виданого викладачем у вигляді тризначного числа.  

Робота виконується на аркушах А4 (297
[image: image666.bmp]210 мм), які зшиваються в альбом з лівої сторони. Завдання повинно мати титульний аркуш за формою, наведеною в дод. 1. Розрахунки та пояснення слід писати на одному боці аркуша кульковою ручкою, рисунки дозволяється виконувати олівцем. Виконуючи кожен етап розрахунку, спочатку наводиться розрахункова формула, підставляються числові дані, а потім записується кінцевий результат з одиницею виміру отриманої величини.  
Терміни виконання розрахунково-графічних робіт і поточного контролю установлюється відповідно до робочих планів по дисципліні. 
При здачі роботи студент повинен захистити основні її положення, відповісти на теоретичні питання і вміти розв’язувати задачі в обсязі відповідного розділу курсу.
1. Теоретичні співвідношення механіки деформування твердого тіла
1.1. Напруження. Рівняння рівноваги. Тверді тіла знаходяться під впливом зовнішніх сил. Зовнішні сили бувають поверхневі, які прикладені до поверхні тіла, і об’ємні, або масові, які діють у внутрішніх точках тіла. При навантаженні зовнішніми силами тіло деформується. При деформуванні твердого тіла в ньому виникають внутрішні сили. Для їх аналізу користуються методом перерізів та аксіомою отвердіння і аксіомою звільнення від в′язей. Мірою внутрішніх сил в малому околі точки 
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 на елементарній площадці площею 
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 із зовнішньою нормаллю 
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 є напруження σ
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, яке дорівнює граничному значенню відношення сили 
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, що діє на цю площадку, до її площі 
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, коли остання прямує до нуля
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Напруження вимірюються в паскалях (
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Таким чином в довільній точці 
[image: image11.wmf]M

 тіла кожному одиничному вектору нормалі 
[image: image12.wmf]n

, що визначає орієнтацію нескінченно малої площадки, ставиться у відповідність вектор напружень σ
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. Сукупність всіх пар векторів σ
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 та 
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 в точці 
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 визначає напружений стан в цій точці. Для опису напруженого стану в точці достатньо задати вектори напружень на трьох взаємно перпендикулярних площадках з одиничними векторами 
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, які є ортами декартових прямокутних координатних вісей 
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 з правосторонньою орієнтацією. 


[image: image19]
На цих площадках будуть діяти вектори напружень σ
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  з компонентами 
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 (перший індекс вказує номер площадки, другий індекс− номер вісі, вздовж якої направлена складова вектора). Напруження 
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 називаються нормальними, а 
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− дотичними напруженнями. На рис. 1.1 показані додатні напрямки напружень.
На довільній елементарній площадці з одиничною нормаллю 
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, напрямні косинуси якої 
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, діє вектор напружень σ
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. Його компоненти 
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 (проекції на координатні вісі 
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) (рис. 1.2) визначаються за формулами
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(1.2)
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через напруження на площадках, перпендикулярних координатним вісям 
[image: image38.wmf]3

2

1

,

,

x

x

x

.  SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Ці формули одержані з умов рівноваги трикутної призми (рис.1.2), яку утворено шляхом зміщення похилої елементарної площадки з нормаллю 
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Знаючи компоненти 
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 вектора σ
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, знаходимо його модуль
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(1.3)

Проекція 
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 вектора повного напруження σ
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 на одиничну нормаль 
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Векторна різниця

σ
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(1.5)
вектора повного напруження σ
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 і вектора нормального напруження 
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 є вектором дотичного напруження σ
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, який лежить в площині, перпендикулярній до нормалі 
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. Векторна нормальна складова σ
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 вектора повного напруження σ
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 повністю характеризується її проекцією 
[image: image62.wmf]nn

s

 на зовнішню одиничну нормаль 
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; для векторної дотичної складової σ
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 такої можливості немає до тих пір, поки не буде введена плоска система одиничних взаємноперпендикулярних векторів 
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 повинні утворювати праву трійку). Модуль 
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[image: image72]
З умов рівноваги нескінченно малого паралелепіпеда (рис.1.3), а саме рівності нулеві головного моменту і головного вектора сил, що діють на нього, знаходяться співвідношення 
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які називаються правилом парності дотичних напружень, і диференціальні рівняння рівноваги в частинних похідних
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(1.8)
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Масові сили 
[image: image79.wmf]3
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  на одиницю об’єму мають розмірність 
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1.2. Тензор напружень. Сукупність напружень на трьох взаємно перпендикулярних площадках, які проходять через вибрану точку тіла, утворюють симетричний тензор напружень другого рангу і записуються в вигляді матриці 
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(1.9)

Тензор − це сукупність величин, які при переході від системи координат 
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  перетворюються по закону 
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де 
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− направляючі косинуси вісей 
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В формулі (1.10) і далі застосовується тензорне правило сумування по “німих” індексах 
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Формули перетворення (1.10) виводяться на основі залежностей (1.2) , записаних у вигляді

[image: image91.wmf]m

i

mn

n

i

¢

¢

=

l

s

s






(1.12)
та формул проектування векторів σ
[image: image92.wmf]i

¢

 на вісі 
[image: image93.wmf]3

2

1

,

,

x

x

x

¢

¢

¢



[image: image94.wmf]n
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(1.13)
почергове застосування яких 
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 приводить до правила (1.10) перетворень компонент тензора напружень.

В технічній літературі для напружень вживаються також позначення 
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в системі координат 
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В кожній точці тіла існують три взаємно перпендикулярні площадки, на яких дотичні напруження дорівнюють нулеві. Ці площадки називаються головними; нормальні напруження на цих площадках називаються головними нормальними напруженнями. Головні нормальні напруження і одиничні вектори головних площадок визначаються з системи трьох однорідних рівнянь
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при умові 
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. З умови існування ненульового (нетривіального) розв’язку (1.14) одержимо кубічне рівняння для визначення головних напружень
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Коефіцієнти цього рівняння 
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називаються інваріантами, так як вони не залежать від напрямку координатних осей. Головні напруження (корені рівняння(1.15)) будемо позначати, дотримуючись умови 
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 по розв’язку системи (1.14) знаходяться одиничні вектори 
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 головних площадок, дотримуючись умови 
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 і правосторонньої їх орієнтації, тобто 
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Для визначення коренів кубічного рівняння (1.15) (головних напружень 
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) треба скористатися стандартною програмою (MatLab, MathCad або ін.) знаходження коренів алгебраїчних рівнянь. 
Для визначення головних напружень і головних площадок можна також скористатися стандартною програмою сучасних обчислювальних комплексів для визначення власних значень і власних векторів симетричної матриці з дійсними компонентами
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Тензору напружень можна поставити в відповідність деякий геометричний об’єкт, тобто надати тензору геометричну інтерпретацію.

Візьмемо за вісі координат 
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 головні вісі тензора напружень. В такому разі для напружень на довільній площадці з напрямними косинусами 
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 до неї  з формул (1.2) одержимо 
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Оскільки 
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то прийнявши в (1.19) 
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Еліпсоїд (1.21) називається еліпсоїдом Ламе (рис. 1.4); він дає просторове геометричне зображення тензора напружень.

Координати кожної точки на поверхні еліпсоїда Ламе визначають напруження 
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 (1.19) на площадці з заданою нормаллю (
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По еліпсоїду Ламе безпосередньо видно, що головні напруження 
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(піввісі еліпсоїда Ламе) приймають екстремальні значення. 
Якщо задана нормаль (
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, а значить і відповідна точка на еліпсоїді, визначаються за формулами (1.19); якщо ж задана точка на еліпсоїді, тобто відомі напруження 
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) до площадки, на якій ці напруження діють.
Плоске зображення тензора напружень дає кругова діаграма Мора. Якщо координати 
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 співпадають з головними вісями тензора напружень, то для проекції 
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вектора напружень σ
[image: image143.wmf]n

 на нормаль до площадки з (1.19) матимемо
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Для квадрату модуля повного напруження 
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Оскільки по (1.5) або (1.6)
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де 
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− проекція на нормаль 
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 повного напруження (нормальне напруження), 
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− проекція на площадку з нормаллю 
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 повного напруження (дотичне напруження), то за формулами (1.22), (1.23), (1.24)  можна визначити лише модуль дотичного напруження

[image: image152.wmf]2

2

nn

n

ns

s

s

s

-

=

.





(1.25)

Побудуємо в координатах 
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 круги з радіусами
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як показано на рис. 1.5.
Кожна пара напружень 
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, що визначаються за формулами (1.22), (1.25), лежать в заштрихованій області на рис. 1.5.


[image: image160]
Оскільки знак дотичного напруження за формулою (1.25) не визначається, то прийнято показувати тільки верхню половину (рис.1.6) симетричної діаграми з рис. 1.5.
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Якщо задано нормаль 
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 до площадки, то по формулах (1.22), (1.25) знайдемо координати точки на діаграмі Мора, яка відповідає нормальному і дотичному (з точністю до знаку) напруженням на цій площадці.
З діаграми Мора безпосередньо видно, що екстремальні дотичні напруження, які ще називаються головними, дорівнюють
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Вони діють на площадках, які ділять навпіл кути між головними напруженнями (знаходяться під кутом 
[image: image166.wmf]o
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 до головних площадок). 
На цих площадках нормальні напруження не рівні нулеві і, як випливає з діаграми 1.5, дорівнюють
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Найбільше дотичне напруження
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оскільки приймається, що 
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Діаграми Мора для різних напружених станів вважаються подібними, якщо вони мають однакові параметри Лоде (або Надаі-Лоде [2]), який визначається через головні напруження 
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, або точніше через головні дотичні напруження, за формулою [ 2]
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Для одноосного розтягування (
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1.3. Девіатор тензора напружень. Тензор напружень
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(1.31)
можна розкласти на кульову і девіаторну складові

[image: image186.wmf]s

s

s

+

=

D

T

T

0

,


[image: image187.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

=

33

32

31

23

22

21

13

12

11

0

0

0

0

,

0

0

0

0

0

0

s

s

s

s

s

s

s

s

s

D

T

s

s

s

s

s

,        

(1.32)

де 
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Завдяки такому вибору 
[image: image191.wmf]0

s

 перший інваріант девіатора напружень дорівнює нулеві, тобто інваріанти девіатора напружень будуть такими
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Доцільність розкладу (1.32) обумовлена дослідними даними, з яких випливає,  що при всесторонньому розтягуванні або стискуванні в матеріалах не виникають пластичні деформації. 
Другий інваріант 
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Якщо ввести інтенсивність нормальних напружень 
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то тоді
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Головні напруження девіатора напружень 
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 визначаються з неповного кубічного рівняння
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Розв’язок цього рівняння можна подати [2]  в тригонометричній формі
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Кут 
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, який прийнято називати кутом подібності девіатора напружень або кутом вигляду напруженого стану, визначається через другий і третій інваріанти девіатора напружень за формулою
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яку можна отримати з рівності 
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Якщо підставити значення (1.38) головних напружень 
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 в формулу (1.30) для параметра Лоде (параметра Надаі-Лоде, [2]), то одержимо зв’язок між кутом 
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Зауважимо, що формули (1.38) записуються в різних виглядах [2, 4, 7], які відрізняються один від одного різним вибором кута 
[image: image215.wmf]s

y

. 
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На основі формули (1.40) робимо висновок, що для одноосного розтягування (
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 (параметр Лоде 
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Трьох рівнянь рівноваги (1.8) недостатньо для визначення шести напружень. Для повної математичної постановки задачі треба до трьох рівнянь (1.8) відносно шести невідомих функцій 
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 приєднати шість формул Коші для деформацій і шість залежностей між напруженнями і деформаціями.
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виражають деформації через компоненти вектора переміщень 
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Деформації 
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 називаються лінійними деформаціями, а деформації 
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Деформації (1.41) також утворюють симетричний тензор деформацій
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що можна показати шляхом перетворення величин 
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і формули диференціювання за напрямками 
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В результаті одержимо формули для перетворення деформацій 
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В технічній літературі для деформацій вживаються також позначення 
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в координатах 
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Тензор деформацій 
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Головні деформації і головні напрямки визначаються з системи рівнянь
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при умові 
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коефіцієнти якого є  інваріантами тензора деформацій
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Екстремальні зсувні деформації
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виникають на площадках, що ділять пополам прямі кути між площинами головних деформацій.

Тензор деформацій (1.42) можна розкласти на кульову і девіаторну складові
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де 
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Головні деформації девіатора деформацій 
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 визначаються з неповного кубічного рівняння
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Інваріанти девіатора деформацій дорівнюють
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Другий інваріант девіатора деформацій через компоненти тензора деформацій 
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Інтенсивність нормальних деформацій
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тобто
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1.5. Узагальнений закон Гука. Лінійні матеріальні залежності між напруженнями і деформаціями (узагальнений закон Гука) для ізотропного пружного  тіла записується в прямій формі
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або в оберненій формі
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Для ізотропного пружного тіла з трьох технічних сталих 
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Скориставшись компонентами шарових тензорів та девіаторів напружень 
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тобто в теорії пружності ізотропних тіл компоненти девіатора деформацій пропорційні компонентам девіатора напружень. Якщо скористатися (1.59), то з (1.35) та (1.54) одержимо 
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Гіпотеза пропорційності компонет девіаторів 
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в різних її варіаціях є основною гіпотезою деформування твердих тіл в теоріях пластичності і повзучості [2 та ін.]

1.6. Постановка задач теорії пружності. Сукупність диференціальних (1.8) і (1.41) та алгебраїчних (1.55) або (1.56) рівнянь є системою п’ятнадцяти рівнянь відносно п’ятнадцяти невідомих (шести напружень 
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Функції 
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 є відомими функціями точок поверхні тіла. 

Так сформульовані крайові задачі теорії пружності мають єдиний розв’язок (з точністю до переміщення абсолютно твердого тіла).

1.7. Граничний напружений стан і умови міцності. Після розв’язання математичної задачі теорії пружності (п. 1.6) треба встановити, чи забезпечує знайдений напружено-деформований стан (НДС) жорсткість та міцність тіла.

Умови жорсткості накладають обмеження на переміщення тіла, а умови міцності накладають обмеження на напружений стан тіла.
Деформативні властивості і міцність матеріалів досліджуються експериментально. Основним експериментом є експеримент на розтягування стандартних зразків. На основі цих досліджень розвиваються теоретичні співвідношення деформування і міцності.
Теорія міцності є однією із складних проблем механіки деформування твердих тіл. Ряд критеріїв міцності можна сформулювати, виходячи з того, що в просторі напружень існує деяка поверхня, при досягненні сукупністю напружень якої матеріал руйнується. Виходячи з цього можна сформулювати критерії міцності. В опорі матеріалів застосовуються декілька варіантів таких критеріїв (теорій міцності).
По теорії найбільших нормальних напружень граничний стан настає при досягненні максимальним нормальним напруженням свого граничного значення. Визначивши головні нормальні напруження 
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, рівняння граничного стану можна записати у вигляді 
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Ця теорія застосовується переважно для крихких матеріалів, що руйнуються переважно шляхом відриву (крихке руйнування). Граничне напруження 
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По теорії найбільшої інтенсивності напружень граничний стан настає при досягненні інтенсивністю нормальних напружень свого граничного значення. Користуючись формулою (1.35) рівняння граничного стану можна подати у формі 
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 (1.64)
Ця теорія пов’язана з умовою пластичності Генкі−Губера−Мізеса і застосовується для пластичних матеріалів, які руйнуються переважно шляхом зсуву (в’язке (пластичне) руйнування). Граничне напруження 
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Критерії (1.63), (1.64) застосовуються для ізотропних матеріалів з рівними значеннями граничного напруження при розтягувані та стискуванні (антисиметричній діаграмі деформування 
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Якщо для напруженого стану виконується умова граничного стану (1.63) чи (1.64), то матеріал починає руйнуватися. Для забезпечення міцності в умовах (1.63) чи (1.64) потрібно замінити граничне напруження 
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Коефіцієнт запасу міцності 
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 завжди більший одиниці, і його раціональний вибір зумовлюється технічними умовами експлуатації тіла. 
 Таким чином, допустимий напружений стан  для крихких матеріалів з однаковими межами граничних напружень при розтягуванні та стискуванні визначається з умови 
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а для пластичних  матеріалів − з умови 
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Слід звернути увагу на те, що допустимий напружений стан визначається при досягненні умов (1.66) чи (1.67) в одній найбільш небезпечній точці.

Деформативні і міцністні характеристики конкретних матеріалів визначаються експериментально. Основним дослідом є розтягування і стиснення стандартних зразків з цих матеріалів. Вони виконуються на розривних машинах різної конструкції. Одержані дані про індивідуальні властивості матеріалів приводяться в довідковій літературі.

В таблиці 1 [1,8] наведено орієнтовні значення густини 
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, температурного коефіцієнту лінійного розширення 
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 для деяких матеріалів.

При проведенні розрахунків слід мати на увазі, що індивідуальні властивості матеріалів визначаються з похибкою п’ять, а то й більше, процентів.
Таблиця 1. Механічні характеристики матеріалів.

	Матеріал
	Густина
	Модуль

Юнга
	Модуль Пуассона
	Границя

текучості
	Границя тимчасового опору
	Температурний

коефіцієнт
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Контрольні запитання

1. Що таке зовнішні сили? Які є зовнішні сили?

2. Як аналізуються внутрішні сили? Що таке напруження?

3. Як визначаються напруження на довільній площадці через напруження на трьох взаємно перпендикулярних площадках?

4. Як визначаються повне, нормальне і дотичне напруження на елементарній площадці?

5. Як отримуються три рівняння рівноваги?

6. Як отримується правило парності дотичних напружень?

7. Що таке тензор напружень?

8. Як визначаються головні напруження і головні площадки?

9. Що таке інваріанти тензора напружень?

10. Дати визначення головних напружень і головних площадок як власних значень і власних векторів матриці напружень.

11.  Як будується еліпсоїд Ламе?

12.  Що таке кругова діаграма Мора?

13.  Як визначаються екстремальні дотичні напруження?
14. Чому дорівнюють нормальні напруження на площадках з екстремальними дотичними напруженнями?

15.  Що таке параметри Лоде?

16. Чому дорівнюють параметри Лоде для простих напружених станів?

17.  Як розкласти тензор напружень на кульову і девіаторну складові?
18.  Як визначаються інваріанти девіатора напружень? Який зв’язок між другим інваріантом девіатора і інтенсивністю нормальних напружень?

19.  Як формулюються тригонометричні формули для визначення головних напружень девіатора?

20.  Що таке кут подібності девіаторів (кут вигляду напруженого стану)? Як він визначається?

21.  Який зв’язок між кутом подібності девіаторів і параметрами Лоде?

22.  Чому дорівнює кут подібності девіаторів для простих напружених станів?

23.  Як формулюються формули Коші для деформацій?

24.  Що таке тензор деформацій? Які його властивості?

25.  Як визначається кульова і девіаторна складові тензора деформацій?

26.  Які інваріанти девіатора деформацій?

27.  Який зв’язок між другим інваріантом девіатора деформацій і інтенсивністю нормальних деформацій?

28.  Як формулюється пряма і обернена форма узагальненого закону Гука?

29. Який зв’язок між пружними сталими Ламе і технічними пружними сталими?

30. Який зв’язок між кульовими і девіаторними компонентами тензорів напружень і деформацій?
31.  Як формулюються задачі теорії пружності? Що таке граничні умови?

32.  Як визначається граничний напружений стан для пластичних і крихких матеріалів? 

33.  Що таке допустимі напруження і як формулюються умови міцності?

2. Аналіз напружено-деформованого стану (НДС) по заданому 
тензору напружень
2.1. Постановка задачі

Задано компоненти тензора напружень і положення похилої площадки (дод. 2 згідно шифру). Потрібно визначити значення і напрямки головних напружень, максимальні дотичні напруження, напруження на заданій похилій площадці, оцінити вигляд напруженого стану, перевірити, чи настає граничний стан для конкретних пластичних та крихких матеріалів, визначити пружні деформації.

2.2. План виконання завдання

1. Записати компоненти тензора напружень у вигляді матриці та графічно інтерпретувати окремі випадки напруженого стану.

2. Підготувати вихідні дані для розрахунку на ПЕОМ і розшифрувати результати розрахунку.

3. Визначити головні напруження.

4. Визначити положення головних площадок, графічно інтерпретувати напружений стан.
5. Визначити максимальні дотичні напруження.
6. Визначити напруження на заданій похилій площадці, вказати їх на рисунку.
7. Побудувати діаграму Мора. Знайти на діаграмі Мора точку, що відповідає заданій похилій площадці.

8. Розкласти тензор напружень на шаровий тензор і девіатор.

9. Визначити параметри Лоде. Знайти кут подібності девіатора, оцінити вигляд напруженого стану.

10. Оцінити напружений стан по відношенню до граничного напруженого стану для сталі Ст3 та чавуну (табл. 1).

11. Визначити пружні деформації, що відповідають заданим напруженням для сталі Ст3.
2.3. Приклад

Задача. Відомі компоненти тензора напружень
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і напрямні косинуси похилої площадки 
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Потрібно визначити значення і напрямки головних напружень, максимальні дотичні напруження, напруження на похилій площадці. Оцінити вигляд напруженого стану, перевірити, чи настає граничний стан для сталі Ст3 та чавуну, визначити пружні деформації.
Розв’язання.

1.  Записуємо компоненти тензора напружень у вигляді матриці (1.9) відносно осей 
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, які утворюють правосторонню систему координат:
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(2.1)

Для компонент тензора напружень прийнято наступне правило знаків: складові напружень вважаються додатними, якщо їх напрями на “видимих” площадках елемента (при спостереженні з боку додатних напрямів осей) збігаються з напрямами осей, яким вони паралельні, а на “невидимих” площадках− протилежні напрямам відповідних осей (рис. 1.1).

Використовуючи наведене правило знаків, зображуємо на рисунку напруження:

а) які діють на площадках, перпендикулярних до заданої координатної вісі (вісі 
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) (рис. 2.1): 
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б) які паралельні іншій заданій координатній вісі (вісі
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) (рис. 2.2):
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в) які діють на “видимих” площадках елемента (рис. 2.3). 
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2. Готуємо дані для визначення головних напружень та напрямних косинусів за допомогою стандартних програм математичних пакетів та існуючих програм розрахунку. Для обчислень потрібно ввести до ПЕОМ  компоненти тензора напружень та коефіцієнти  кубічного рівняння (інваріанти напруженого стану), які визначаються за формулами (1.16):
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    (2.2)

Результат обчислень на ПЕОМ за допомогою програми tenzor.exe, виконаної на мові програмування Бейсік, наведено на рис. 2.4.

3. Головні напруження визначаються з кубічного рівняння (1.15). 

З врахуванням (2.2) отримуємо характеристичне рівняння 
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    (2.3)

Корені кубічного рівняння 
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що є значеннями головних напружень, виписуємо з даних розрахунку на ПЕОМ:
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Рис.2.4.
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Перевіряємо, чи виконується  властивість інваріантності тензора напружень (1.16): 
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    (2.5)
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4. Знаходимо положення головних осей. Положення головних площадок визначається напрямними косинусами 
[image: image409.wmf]i

n

, величини яких знаходяться з системи рівнянь (1.14) або беруться з результатів обчислень на ПЕОМ. 

Для знаходження напрямних косинусів за допомогою рівнянь (1.14) замість 
[image: image410.wmf]i

s

 підставляємо по черзі значення головних напружень 
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[image: image413.wmf]3
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, та отримуємо три системи рівнянь. Розв’язки цих систем утворюють відповідно три трійки значень напрямних косинусів, які є координатами напрямних векторів головних напружень. Слідкуємо за відповідністю головних напружень та нормалей площадок (напрямних векторів головних осей), перевіряючи, чи виконуються співвідношення (1.17), (1.18) та ортогональність векторів.

Для чисельного знаходження напрямних векторів головних напружень потрібно врахувати, що вони є власними векторами в задачі на визначення власних чисел та власних векторів матриці (2.1) (англійською eigenvalues and eigenvectors of matrix), яка розв’язується стандартними програмами в багатьох сучасних математичних пакетах. Якщо порядок нумерації отриманих чисельно власних значень матриці (2.1) не відповідає порядку нумерації головних напружень 
[image: image414.wmf]3

2

1

s

s

s

³

³

 , перенумеровуємо їх та власні вектори в потрібному порядку, слідкуючи за відповідністю між власними числами (головними напруженнями) та власними векторами (напрямними векторами головних напружень). 

Наприклад, в програмі Matlab звернення до стандартної програми визначення власних чисел та власних векторів матриці має вигляд [N,S] = eig(T), де Т− матриця (2.1), N− матриця напрямних косинусів, S− власні значення матриці Т, записані в діагональну матрицю. Для проведення обчислень в командне вікно програми вводяться наступне звернення:

T=[34 -42 34; -42 -44 26; 34 26 37];
[N,S] = eig(T)
Після натискання клавіші Enter програма видає наступні матриці:
N =    0.4260   -0.5117   -0.7461

         0.8444    0.5209    0.1248

  
 -0.3248    0.6832   -0.6540

S =  -75.1867         0         0

         
   0      31.3589         0

             0         0          70.8278
Порівнюючи отримані значеня з результатами обчислень з рис. 2.4, бачимо, що програма Matlab розташувала власні значення в порядку зростання; відповідні власним значенням власні вектори формують колонки в матриці N. Значення власних векторів, отриманих різними способами, співпадають з точністю до знаку. Надалі будемо користуватися значеннями напрямних косинусів з рис. 2.4:
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(2.6)

Перевіряємо, чи вектори утворюють праву трійку:
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Якщо 
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, то для подальших обчислень потрібно змінити напрямок вектора 
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Виконуємо перевірку нормованості та ортогональності векторів:
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[image: image424]
На рис. 2.5 показуємо положення головних осей та напрямок головних напружень 
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.  Напрям кожної головної нормалі в координатах 
[image: image428.wmf]z
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,

 визначається положенням лінії, що проходить через початок координат і точку, координати якої дорівнюють значенням напрямних косинусів цієї головної нормалі. Головні напруження зображують в вигляді векторів, які напрямлені вздовж головних нормалей. Якщо головне напруження розтягуюче (додатне), то вектор напрямлений від початку координат, а якщо стискаюче (від’ємне)− то до початку координат. 

5. [image: image557.wmf]11

s

Максимальні дотичні напруження (1.27)  дорівнюють піврізниці відповідних головних напружень і діють на площадках, нахилених до головних площадок під кутом 
[image: image429.wmf]o

45

. На цих самих площадках діють  нормальні напруження (1.28), які дорівнюють півсумі відповідних головних напружень. Визначаємо максимальні значення дотичних напружень та відповідних нормальних напружень. Наносимо на рисунок площадки, на яких вони діють:
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а) на рис. 2.6:   
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б) на рис.2.7:   
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[image: image559.wmf]3
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в) на рис. 2.8:
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6. Маючи два напрямних косинуси, наприклад, 
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, з умови (1.17) 
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 знаходимо 
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 вибираємо одне з них, наприклад, додатнє. Для площадки, заданої у початкових осях напрямними косинусами нормалі 
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Отриманому вектору відповідає певна похила площадка. На цій площадці за співвідношеннями (1.22), (1.23) визначаємо величини проекцій повного напруження по цій площадці на координатні вісі
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Знаходимо повне напруження: 
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Визначаємо нормальне напруження:
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Знаходимо модуль дотичного напруження:
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Обчислюємо напрямні косинуси повного напруження
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Розглянемо порядок нанесення на рисунок напружень на похилій площадці. В першу чергу з початку координат відкладаємо на координатних осях складові повного напруження 
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. На цих векторах будуємо паралелепіпед, головною діагоналлю якого буде повне напруження 
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. Знаючи величини напрямних косинусів, наносимо положення нормалі до площадки. На нормалі відкладаємо нормальну складову 
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 повного напруження σ
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. Дотичне  напруження 
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перпендикулярне до 
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  і дорівнює різниці векторів σ
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Визначені напруження на похилій площадці наносяться на рис. 2.10.
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6. Для побудови діаграми Мора (рис. 1.5) в системі координат 
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 визначаємо радіуси кіл за співвідношеннями (1.26):
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[image: image471]
Отриману діаграму Мора  в системі координат 
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 наведено на рис. 2.11. Позначаємо на діаграмі точку з координатами (
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, яка відповідає заданій похилій площадці.
8. Розкладаємо тензор напружень на шаровий тензор і девіатор за співвідношеннями (1.32):
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Наносимо на рис. 2.12 компоненти девіатора напружень, що діють на “видимих” площадках:
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9. Визначаємо за формулою (1.30) значення параметра Лоде 
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Кут подібності девіатора знаходимо за формулою (1.39) :
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За формулою (1.40) отримуємо такий же результат:
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Порівнюємо отримане значення кута подібності девіатора з відомими значеннями (для одноосного розтягування 
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10. Оцінюємо заданий напружений стан по відношенню до граничного стану. 

Для пластичного матеріалу граничне напруження 
[image: image498.wmf]u

s

 беремо рівним  границі текучості 
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 і користуємося критерієм (1.64)
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Для Ст3 границя текучості 
[image: image502.wmf]МПа

s

250

=

s

 (табл.1). Отже, граничний стан не досягається.
Для крихких матеріалів, які мають однакові значення тимчасового опору при розтягуванні і стискуванні,  граничне напруження 
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Для матеріалів, які мають різні значення тимчасового опору при розтягуванні 
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,  оцінка граничного стану проводиться окремо для розтягуючих і стискуючих головних напружень відносно відповідних значень тимчасового опору 
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 (табл. 1). Оскільки для даного напруженого стану максимальні розтягуючі напруження 
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11. Оскільки границя пропорційності 
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 для пластичного матеріалу практично мало відрізняються між собою, то заданий напружений стан знаходиться в межах застосування закону Гука (в межах пружності).

Для крихких матеріалів закон Гука приймається вірним до досягнення границі тимчасового опору.

Таким чином, компоненти тензора пружних деформацій знаходяться за допомогою узагальненого закону Гука (1.55).

 Лінійні деформації
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Модуль зсуву визначаємо за (1.58) при  
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Зсувні деформації
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Отримані значення записуємо в вигляді тензора деформацій
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Відрізок 
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Прямий кут між відрізками, паралельними вісям 
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Рис. 1.2. Рівновага елементарного тетраедра
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Рис. 1.1. Додатні напрямки напружень, прикладених до елементарного елемента
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Рис. 1.3. Елемент об’єму твердого тіла
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Рис. 1.4. Еліпсоїд Ламе
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Рис. 1.5. Кругова діаграма Мора





Рис. 1.6. Кругова діаграма Мора
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Рис. 2.5
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Рис. 2.6
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Рис. 2.8
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Рис. 2.9
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Рис. 2.10
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Рис. 2.11. 
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